Matrizenrechnung
1. Matrizen

Matrizen sind bereits im Kapitel ,Lineare Gleichgsgsteme* aufgetreten.

Unter einer (mx n) -Matrix A verstehen wir ein rechteckiges Zahlenschema nzieilen und
n Spalten.

Der 1. Index bezeichnet die Zeilen, der 2. IndexS}palte.

Das Element in der i-ten Zeile und j-ten Spaltedwnit g bezeichnet.

{31 012 v B1k ~» O1p

a1 422 2k ++- Q2n

Ay Ay ... Qg ... Qg |+~ i-te Zeile

ml 9m2 «-+ Gmg - “mn/
1

k-te Spalte

Besteht eine Matrix nur aus einer Spalte (Zeile)sricht man auch von einem Spaltenvektor
(Zeilenvektor)

Sofern die Anzahl der Zeilen bzw. der Spalten libstenmt, werden Addition und
Subtraktion elementweise definiert. Ist ¢ ein SkaledA eine Matrix, dann versteht man
unter der Matrix A die Matrix, die aug\ durch Multiplikation jedes Elements vénmit der
Zahl c entsteht.

2. Multiplikation von Matrizen

Die Multiplikation ist erklart, sofern die AnzahédSpalten vo® mit der Anzahl der Zeilen
von B Ubereinstimmit.

Das Elementicder ProduktmatrixC = AB ist gleich dem Skalarprodukt des i-ten
Zeilenvektors mit dem j-ten Spaltenvektor.

Beispiel:
1 2 -2
-1 -2 1
B =
1 1 1
-1 1 -1

1 -121 3 7 -2
A= AlB =

-2 1 0 2 -5 -4 3
A:. 2 Zeilen, 4 Spalten

B: 4 Zeilen, 3 Spalten
AB: 2 Zeilen, 3 Spalten
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Definition:

k-ter Spaltenvektor

Ist A = (ax) eine (mx n)-Matrix mit

m Zeilen und n Spalten und it o e
B = (bk) eine (nxp)-Matrix mit n Zeilen ol ‘ g i }
und p Spalten, dann heisst die Matrix g L
C = AB = (Gk) mit N
fa1y  ay3 a1\ [ 1y ".‘
n ~ter ( . )‘l . : >
Cik = Qirbix + Qigbog + - + abpy = Z jbj T i) F
j=1 \Omy @y Bua) \Ewi .- . "mr/‘
das Produkt der Matrizeh undB. B st
Bemerkungen:
a)

Die Produktbildung ist also nur moglich, wenn dgaBenzahl vorA mit der Zeilenzahl
von B Ubereinstimmt.

l[)))ie Produktmatrix hat m Zeilen und p Spalten
E))ie Mijltirilikation von M?ltrizer; ist i.a. nicht komunativ, wie das folgende Beispiel zeigt:
23_2(1(2 1)—2) Z A_z(l(o _(}))

2 =2 0 0

Das Beispiel zeigt ausserdem, dass das Produkéezieitrizen die Nullmatrix sein kann,
ohne dass ein Faktor die Nullmatrix ist.

Aufgabe:

Gegeben ist die Matrid = (; 2)

Gesucht ist eine Matrix B mit lauter von 0 versdeieen Elementen so, dass das Produkt die
Nullmatrix N = (0 0) ist.

0 0
LOsung:

_(6 4 , _(—2c -2d
B—(_3 _2) oder allgemelneB—( c d )
Ubungsaufgaben:

Bestimme die folgenden Matrizenprodukte
a)

1 0 -2\/2 2 1
(0 3 1)(0 3 0)

4 0 4/\1 1 2
b)
63z

1 1
c)

2
3 1 2) (4)
1
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LOosungen:

a)

0 0 =3
(1 10 2)
12 12 13
b)

8 9

(10 7)
c)(12)

3. Elementar matrizen

Die beim Gauss-Algorithmus angewendeten Aquivalerfiaumungen kénnen auch als
Multiplikation der Matrix mit einer geeigneten Elentarmatrix aufgefasst werden:

Multiplikation der 2. Zeile mit 3
10 m
03

My Mo ™ 1,2

my 1My , 3my  3m,

Addition der mit 4 multiplizierten 3. Zeile zur Zeile

m m m m + 4m3’ | My, + 41713’ 2 My 3 + 4ml 3

104]] ™1 ™M,2™M,3 ,
010 ]|mMy My ,My 3|~ m, 4 my o m 3
001 My My 5 My 3 ms 4 M3 » ms 3

Vertauschen der 2. und 4. Zeile
1oo00]l ™ ™2™ 3 Mya| | M M2 M3 Mg

000 1 || My My oMy 3 My g || My | My o My 3y 4

0010 || my  my,mysmy, My My o My 3 M3y
0100
Mg, 1 Mg o My 3 My g | | Ty T 0 1y 3 71 4
Beispiel:
Wird die Matrix
1 023 100
A=|7_13¢ | mitder Matrix| o 1 ¢ | multipliziert, dann entsteht digoduktmatrix aus
1 440 301
durch Addition der mit 3 multiplizierten ersten Eezur dritten
1 0 23
2-1 36
4 41009
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Ubungsaufgaben:

Bestimme eine & 4 Matrix so, dass der Vektor
V1

U3

U3

Uy

in die folgenden Vektoren Ubergeht:

U=

2] 0
- v -
a)5 =, b) ¥ = 0
v4. v1+v2+v3+v4
LOsungen:
a) b)
1000 0000
0010 0000
0100 0000
0001 1111

4. Lineare Gleichungssysteme in Matrixform

Ein lineares Gleichungssystem mit m linearen Glengfen und n Unbekannten

a11x) +apxy + -+ Xy = b
A X1 +anx)+ -+ apxn=b

A1 X1 + Apip Xy + -+ + GinXn = bm.

kann damit in der folgenden Matrixform beschrielerden:

an ap o dm | | X by
ans| an sieral Ay X2 bz
aml  Am2 " Gmn Xn by,

Bezeichnet man die Koeffizientenmatrix rAit den Spaltenvektor der Unbekannten xniind
den Spaltenvektor der Konstanten mitdann kann das System mit einer einzigen

Matrixgleichung beschrieben werden:
AX=b

Es wird sich zeigen, dass fur gewisse quadratibtditeizen, die regularen, diese Gleichung
mit der sogenannten inversen Matrix nach dem Spadtetorx aufgelost werden kann.
Bezeichnet man den i-ten Spaltenvektor der Matiibiah,dann kann das Produkt der Matrix

A mit dem Vekto auch in der folgenden Form geschrieben werden:
A)_() = Ula—{‘l‘ Uza—2>+ R Una—ri
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5. Dieinverse Matrix einer quadratischen Matrix

Wir betrachten im Folgenden quadratische @-, (3% 3)-, allgemein (< n)- Matrizen.
Die Matrix E, bei der in den Hauptdiagonalen latarsen stehen und sonst Nullen heisst
Einheitsmatrix.

iy (Y

0 0 1

Definition:
Gibt es zu einer quadratischen Matxine MatrixB mit AB = BA = E, dann heisst
A invertierbar und heisst die z inverse Matrix.

Die inverse Matrix ist eindeutig bestimmt.
Géabe es namlich zu einer Matixzwei verschiedene inverse MatrizZBrundC, dann wirde

gelten

BA =E.

Multipliziert man diese Gleichung von rechts @itdann folgt
(BA)C=EC=C

Wegen des assoziativen Gesetzes gilt aber auch
B(AC) =BE =B und daraus folgB = C.

Die damit eindeutig bestimmte inverse Matrix Vnvird mit A1 bezeichnet.

Beispiel:

Mit d%m im folgenden Abschnitt beschriebenen Vendahergibt sich zu
1 01 2 0 -1

A=|-2 1 4| dieinverse MatrixA™=| 8 1 -6
1 0 2 -1 0 1

1 0 1 2 0 -1 1 0O
Kontrolle: AIA™*=|-2 1 4|08 1 -6|=/0 1 0
1 0 2 -1 0 1 0 01

Damit kann das folgende Gleichungssystem
X1 +X3 =5
_2x1+x2+4‘X3: 20
X1 +2x3=10

1 0
mit der KoeffizientenmatrixA= -2 1
1 0
als Matrizenproblem formuliert werden:
X 5
AX=b mit x=|x,| b=|20
Xg 10

1
4
2
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Multipliziert man diese Gleichung von links mit!A so ergibt sich die gesuchte Lésung zu:

0
X=Alb=|0
5
Folgerung:
Das zugehorige homogene Gleichungssystem
X1 —X3 =0
—8x; +4x,+ x3 =0 hat nur die triviale Lésung.
_2x1 + Xy =0

Das Problem, zu einer regularen Matrix A die inedviatrix A zu berechnen, wird im
folgenden Abschnitt gelost.

6. Berechnung der inversen Matrix nach Gauss-Jordan
Im Spezialfall einer zweireihigen Matrix gilt desl§ende

Satz
Die Matrix

_(a b
A= (c d)
ist fur ad — b O invertierbar und es gilt:
_ 1 d —b I rd —b
1 _ —
A _ad—bc(—c a ) _detA(—c a )

Der Satz folgt im Kapitel ,Determinanten” im AbsdtinRegulare Matrizen® als Spezialfall.

Aufgabe:
Lose die MatrizengleichungX =B mit

A=t Duan= ()

WegendetA =1 ergibt sichd™! zu
(4 =7 .
A = (_1 9 ) und damit

x=ae=(5 0 =G 5

Im allgemeinen Fall sei die ¢gnn) - Matrix A. Das folgende Beispiel illustrierasl Verfahren
zur Bestimmung der inversen Matex?.

Die Idee besteht darin, die drei Gleichungssystimdie 1. bzw. 2.und 3. Spalte der
inversen Matrix simultan nach Gauss zu bestimmen.

1 0 -1
A=-8 4 1

-2 1 0

1 0 -1 10 0\8B 10 -1 100
-84 1| 01 0 0 4 -7/ 8 1 0] vertauschen
-2 1 0 001 0 1 -2 2 0 1) vertauschen
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10 -1 100 10 -1 10 0
01 -2 2 0 1|f-4) 01 -2 20 1
04 -7 810 00 1| 0 1 -4)21
100 11 -4 11 -4

0 10 2 2 -7|unddamitA™*=|2 2 -7

001 01 -4 01 -4

Kontrolle: ALA™ =E
Falls sich eine Nullzeile ergibt, dann Atnicht invertierbar.

Andere Interpretation:
Die Folge der elementaren Zeilenumformungen Adie die Einheitsmatrix Uberfuhrt,
verwandelt die Einheitsmatrix umgekehrt in die ireeMatrixA-*

Bemerkung:
Die Beispiele wurden so gewahlt, dass die Kompareganzzahlig sind. Dieses ,Ratsel”
wird im Kapitel ,Determinanten” im Abschnitt ,Redire Matrizen“gel6st.

Ubungsaufgaben:
Bestimme zu den folgenden Matrizen die inverse iMatr

1111

12 -111 0 2-1 0111
a) b - c) 2 -1 d)
I A RS
0001
LOosungen:
a)
1-1 0 0
5 -9 -2 -11 111 0 1-1 0
b)| - C) d) B
RN SEULHH I RN
) 00 0 1
Zusammenfassung:

Fur eine (rx n) Matrix A sind folgende Aussagen aquivalent:
a)A ist invertierbar

b) Das homogene lineare GLSX = Ohat nur die triviale Lésung
c) Die reduzierte Zeilenstufenform veénist die n-te Einheitsmatrix
d) A lasst sich als Produkt von Elementarmatrizen siobne

MATR_Mult.docx 09.05.2015



